
































































































































































（i，h） 部分集合 記　号 名　称
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　集合がn個の元をもつとき，対応するプール代数は2％個の元をもつ。
これをB（n）で表す。n生成元のもつ自由プール代va　rpは2P、（ここにp
＝＝　2n）個の元をもち，　B（2”）に対して同型である。16個の2項命題演算
（binary　propositional　operation）の場合，　n＝2；r2　or　B（4）。
　r2の16の元を表すために，　Ascher（1984）に従ってLukasiewiczの記
法（cfBorkowski，1970）を採り入れ，　P＞q（Apq）をa，　P〈q（Kbq）をkと
し，その他の元を表1の第1列のように表記する。そして各元に対して，
4つの元k，1，m，xからなる集合の部分集合を対応づけて表したものが，
表1の第3列である。これはP2と集合｛k，1，m，x｝の部分集合が同型であ
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　　　　　　　　　　　　　｛k，　1，　m，x｝
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｛励
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｛1，x｝
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　！
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　　　　　　　0
図1．自由プール代数r2の束構造
ることを示している。r2の元と対応づけられる集合｛k，1，　m，　x｝の各部
分集合は元k，1，　m，Xの論理和で表される；例えぽ，｛1，m｝は1＞m＝・」
に，｛k，1，m｝はkVIVm＝aに対応する。
　有限プール代数はその元の被覆関係をダイアグラムで表すことができ
る。有限プール代数において，
　　　　（1）　xVy＝x，
　　　　（2）　x＞2＝x，zVy　＝z
　　　　　　　となる元2がないとき，
xはyを被覆するという（Birkhoff＆Bartee，1970）。被覆関係にしたがっ
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表2．　自由プール代数r2における11＞RC変換
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て，すべての元を上向きの線で正確に結合することによって有限プール代
数のダイアグラムが得られる。図1は2項命題演算r2の束の構造を表し
ている。2つの元の論理和は各元からの上向きの線で示され，2つの元の
論理積は各元から下向きの線で示される。
2－－3　2項命題演算r，の1ハ呪0変換
　Piaget（1949）は，形式操作の体系は4つの変換の群（group）として定
義されることを指摘した。この4変換群はINRC群と呼ばれ，恒等変換
1（identity　transformation），逆変換2＞（negation　transformation），相反変換
R（reciprocal　transformation），および相関変換C（correlative　transformation）
を元とする位数4の基本アーベル群（Abelian　group）である。この群は次
の関係を満たす；2＞2＝云R2＝1，　NR＝C。　Piagetは㎜～C群によって
論理変換，とりわけ，2項命題演算几における論理変換の関係を展開し
た。
　表2はr2における16個の2項演算の対を関係づける㎜C変換の構造
を表したものである。この表から明らかなように，r2における16個の2項
演算すべてが，刀＞RC変換によって相互連関しているわけではなく，㎜C
群によって変換が可能であるのは，それぞれ独立した6つの組の内部にお
いてである。
　ILIVRC群によって，2項演算の代数系における要素を相互に関係づける
肇換の群を記述することにPiagetの意図はあったが，　Bart（1971），
Leresche（1976），　Seggie（1978）等の指摘する如く，16個の2項演算す
べての間の完全な可動性を説明するための理論的展開が課題として残され
ている。
　この問題に関するAscher（1984），　Bart（1971），　Lersche（1976），それ
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にP61ya（1940）等の展開と考察については，別の稿に譲ることにし，本
稿では，以下，ファジィ集合における㎜C変換について論を進めるこ
とにする。
3．ファジィ論理とIIVRC群
　3－1　ファジィ集合とメンバシップ関数
　通常の集合論においては，集合σの巾集合P（σ）と，集合σの巾集合
P（σ）の元Aに対して定義される特性関数XA：ひ→｛0，1｝の集合Ch（U）
＝｛X：ひ→｛0，1｝｝とは同型である。そのことによって，直感的モデルP（σ）
の数理的モデルCh（U）による置き換えが可能となり（cf．Neg◎it5　＆　Ralescu，
1975），このモデルによって各々の対象が与えられた対象の集合に属する
か否かが決定される。
　しかしながら，このモデルでは集合の元に関する不明瞭な言明（inexact
statement）を取り扱うには不向きである（cf．　Yabuuchi，1988）。例えば
“109は大きい数である”，“私なパートナーを信頼している”といった言明
を，通常の集合論的枠組で取り扱うには，“大きい数”，“信頼”に関する
集合があらかじめ明確に定義（well・defined）されている必要がある。
　ところで，日常の言語による現実の反映は，たとえ事物語といえど，一
対一義的対応関係にあるのではなく，またその境界は本質的に曖昧で明確
な規定をもつものでなく（ill－defined），つねになにほどかの不適合性が存
在している（cf．藪内，1988）。
　ファジィ集合論的アプローチにおいては，普遍集合σの元についての葺
明をファジィ集合とみなし，σの元についての言明のすべての部分集合
，P（のをとする。P（σ）に対する数理モデルを構成するために，σの各元に
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ファジィ部分集合に対するメンパシップの程度（degree　of　membership）を
結合させるメンバシップ関数の集合F（σ）＝｛μ：ひ→［0，1］｝を定i義する。
特性関数の付値集合｛0，1｝を実閉区間［0，1］におきかえたものがメンバシ
ップ関数である。FtA（X）はファジィ集合ノ1におけるxのメンパシップの度
合であり，IUA（X）カ11に近いほど，　Aに所属する度合は大きくなる。
P（σ）とF（U）は同型である；P（σ）cr　F（U）。
　3－2系1［P（σ），U，∩，一］
　ファジィ集合P（σ）の合併U，共通部分∩を以下のように定める（Zadeh，
1965）。
StA　U　B（X）＝＝max（StA（X），　lttB（X）），　物∈U
μ五∩B⑫）＝＝min（peA（x），　FtB（x）），∀x∈U
ここにμ4UB（X），μ4∩B（X）は，それぞれ、4UB，　A∩Bのメンバシップ
関数である。
　2つのファジィ集合AとBは次式が成り立つとき，かつそのときに限り
同じであるという。
μω＝μ・ω，∀x∈σ
　系1［P（σ），U，∩，一］の構造は実閉区間［0，1］から導かれる。［0，1］は
max，　mi11が，それぞれ，最小上界sup，最大下界illfに相当する擬相補
分配束（pseudocomplemented　distributive　lattice）である。　Uから［0，1］へ
の写像の集合としてみなされるP（σ）もまた擬相補分配束である。系1
［P（σ），U，∩，’］は，　U，∩，一に対して表3で示される代数的性質をもっ
ている。このファジィ集合では排中律（excluded　middle）は成立しない：
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∠4∩A≒Q，　ノluAキ　u．
　3－3系2［♪（の，十，・，”］・
　合併と共通部分に対して，次のような確率的演算子（probabilisticlike
operator）を定義することができる（Dubois＆Prade，1980）。
　　　合併（確率的和）：
　　　μ・・ω一μ・ω＋μ・ω一μ・ω・μ・ω・∀x∈σ
　　　共通部分（積）：
　　　μ・・ω一μω・F・B（x），∀x∈σ
　戸（U）は擬相補非分配（pseudocomplemented　distributive）構造をもつ。
系2［戸（σ），＋，・，一］は，＋，・，一に対して表3で示される代数的性質
をもっている。
3－4系3［“i5（σ），U，∩，一］
　　　　　　　表3．　ファジィ集合系の代数的性質
代数的性質 系1［戸（σ）U，∩，］系2［戸（U），十，・］系3［P（U），∪，∩］
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　合併と共通部分に対して，bold　union・およびbold　intersectionとよば
れる演算子を定義することができる（Giles，1976）。
　　　　bold　union　U：
　　　　PtAU・（x）＝　min（1，μ・（x）＋μ・ω），∀x∈U，
　　　　bold　intersection∩：
　　　　P・∩・（x）・・max（0，　S・A（x）＋S・B（x）－1），∀x∈σ
　P（σ）は相補非分配（complemented　nondistributive）構造をもち，排中
律は成立する。　　　　　　　　　　　　　　　’
　系3［P（U），U，∩，一］はU，∩，騨に対して表3で示される代数的性質
をもっている。
　3－5　ファジィ論理とILIVRC変換
　3つのファジィ集合論：系1［P（U），U，∩，一］，系2［P（σ），十，・，一］，
系3［P（σ），U，∩，一］に基づく，それぞれ3つのファジィ論理の真理関数
とPiagetの変換群とρ関係を次に検討する（cf．　Dubois＆Prade，1980）。
　命題Pの真理値をv（P）で表す。v（P）∈i［0，1］。3つのファジィ論理と
も，否定の付値は一V（一♪）＝1－v（P）。よって，v（rrP）＝v（P）。
　3つの場合とも，合意→は，v（P→Q）＝v（－rP＞Q）であり，同値eは，
V（PeQ）＝V［（P→Q）〈（0→P）］である。排他的論理和ex，シェーファ
ーのストローク1，パース演算↓，および齢は，それぞれ，同値⇔，論理
積〈，論理和〉，および←の否定として表される。トートロジーと矛盾
は，それぞれ，次式で定義される。
　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　v（P）＝＝v（PVrP）；　v（P）＝・・v（P〈rP）．
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より一般的には，
　　　　　　　　v（PQ）＝・v（（P＞rP）〉（Q＞rQ））；
　　　　o　　　v（PQ）＝v（（P〈rP）〈（Q〈rQ））．
これらのファジィ論理は古典的2値論理の拡張である。
系1［P（σ），U，∩，一］に基づくファジィ論理
Uと∩に基づく論理和と論理積は，それぞれ，
　　　V（P＞Q）－max（V（P），（V（Q））；
　　　v（P〈Q）＝min（v（P），（v（Q））．
　〉，〈，および「に対して，表3の性質が成り立つ。表4の第2列は系r
［P（σ），U，∩，一］に基づくファジィ論理における16の2項演算の真理値
を示している。ここにV（P）ユP，V（Q）＝＝q。
　系2［P（σ），十，・，一］に基づくファジィ論理
　十と・に基づく論理和と論理積は，それぞれ，
　　　　v（PrQ）＝v（P）十v（Q）－v（P）・v（σ），
　　　　v（P＆Q）＝＝・v（P）・v（Q）．
　γ，＆，および一に対して，表3の性質が成り立つ。表4の第3列は系2
［P（U），＋，・，一］に基づくファジィ論理における16の2項演算の真理値
を示している。ここにv（P）＝p，v（Q）＝q。
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表4．　3つのファジィ集合系に基づくファジィ論理の真理値
系1［P（u），u，∩］ 系2［P（U），十，・］ 系3［P（σ），u，∩］
o
PQ
P〈Q
Q沿P
P
PMQ
Q
1）exQ
P＞Q
P↓Q
P〈一＞Q
一Q
Q→P
rP
P→Q
PIQ
　oPQ
max（P，　1－P，　q，　1－q）
min（P，q）
min（あ1－q）
P
min（1－P，q）
q
max（min（1－P，　q），min（P，1－q））
max（P，　q）
min（1－P，1－q）
rnin（max（1－P，　q），max（P，　1－q））
1－q
max（あ1－4）
1－P
max（1－P，　q）
max（1－P，1－q）
max（P，1－P，％1－q）
P（1－P）
Pq
P（1－q）
P
（1－P）a
q
p（1一の十（1－p）g－Pq（1－p）（1－q）
P十q－Pq
（1－P）（1－q）
Pq十（1－p）（1－q）－Pq（1－p）（1－q）
1－9
1－q十Pq
1－P
1－P十Pq
1－Pq
1－P（1－P）
O
max（0，　P＋a－1）
max（O，　P－q）
P
max（0，　q－P）
q
lP－ql
min（1，P＋q）
max（O，　1－P－q）
1－ip－ql
1－q
min（1，P十1－q）
1－P
min（1，1－P＋q）
min（1，1－P＋1－q）
1
圃
粘
ド
θ
露
O
離
伴
M
圃
粘
へ
罫
〕
闇
（
照
況
）
　　　　　　　　　　　　　　　ビγジェの㎜C群とファジィ論理（藪内）
系3［P（U），∪，∩，一］に基づくファジィ論理
Uと∩に基づく論理和と論理積は，それぞれ，
v（P∀Q）－min（1，　v（P）＋v（Q）），
v（PAの一max（0，　v（P）＋v（Q）－1）．
　∀，A，および一に対して，表3の性質が成り立つ。表4の第4列は
系3［．P（σ），U，∩，一］に基づくファジィ論理における16の2項演算の真理
値を示している。ここにv（P）＝＝　q，v（Q）＝＝q。
　表4から明らかなように，3つのファジィ集合論：系、［戸（σ），∪，∩，
一］，系・［P（U），＋，・，一］，系、［P（σ），U，∩，一］に基づく3つのファジ
ィ論理は，いずれもfi＞RC変換の関係を満たす。すなわち，　Piagetの
INRC変換群の構造をなしている。
4．　結　語
　Jean　Piaget（1957）は，形式操作期おいて，ひとは具体的事象の諸側面
から解放されて，思惟可能な変換の形式的体系において現実を認識するこ
とができるとした。そして，形式操作の系は4つの変換の群として定義さ
れる束の構造をもつことを指摘した。4変換群は㎜C群と呼ばれる。
　成人の認識活動の本質的特徴を，現実を抽象された変換の形式的体系に
おいてとらえることにあるとしたPiagetの指摘には，極めて興味深いも
のがあるものの，その変換の形式的体系を表現するINRC群の構造は2
値の命題演算に基づくものである。
　ところが，実生活における我々の認識や推論の多くは，本来的に不明瞭
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で暖昧な情報の操作と処理に基づいている。命題を真か偽の2値とする理
論的枠組では，このような曖昧情報を取り扱うことは困難である。
　通常の集合論に基づく古典的命題論理に対して，ファジィ集合論に基づ
くファジィ論理は，曖昧情報を定式化する基本的概念的枠組を提示し，解
決のための道具を提供するものとして極めて有効である。
　本稿では，自由プール代数の観点から2項命題演算における㎜C変
換の構造を明らかにし，次いで，3つのファジィ集合論に基づくファジィ
論理系において，Piagetの㎜C変換群の構造が成立することをDubois
＆Prade（1980）に基づいて，展開した。
　PiagetのIR2＞C変換に適合する（compatible）ファジィ論理系は，曖昧
情報に基づく認識や推論の問題領域における，変換の形式的体系を議論す
るための有効なモデルとなり得るであろう。
　ファジィ論理の導入によって，整合的で，明示された問題領域だけでf4
く，本質的に曖昧さを含む日常言語に依拠せざるを得ない実生活での認識
や推論の問題領域に関しても，変換の形式的体系において表現することが
可能となることが示唆されよう。
　　　　　　　　　　　　　　文　献
Ascher，　E．，　The　case　of　Piaget’s　group　INRC，」．　Mathematical　Psychologpt．
　1984，　28，　282－316．
Bart，　W．　B．，　A　generalization　of　Piaget’s　logical．mathematical　model　for
　the　stage　of　formal　operations，　J．　Mathematical　Psychology，1971，5．539－
　553．
Birkhoff，　G．，　and　T，　C．　Bartee，　Modern　Algebra，　McGraw－Hil1，1970．
　（一松信・一松睦子訳「現代応用代数1，∬」新曜社，1972）
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